Proponowane Rozwigzania

Zadanie 1. Znajdz granice:
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Rozwigzanie: Bedziemy korzystaé z faktu, ze jesli f, g sg takie, ze V,¢[4 )
mamy f(z) < g(z) to réwniez f: flz)dz < ffg(x)dx. Naszg funkcje f(z) =

w na przedziale [n? n? + 2] (powiedzmy dla n > 4) mozemy osza-

2 2 2 . . . Py . . .
cowac z gory przez Y £2%3 (z uwagi na nieujemnosé, mianownik robimy
mozliwie matly, licznik mozliwie duzy), natomiast z dotu przez 1;3132 (tutaj

licznik mozliwie maly, mianownik mozliwie duzy, ponownie dzieki nieujem-
nos$ci). Pozwoli nam to otrzymac:
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n2 n? 42 2 x 2 n

Oczywiscie calki po lewej i po prawej to calki z stalych, wiec bez klopotu
dostajemy oszacowanie:
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Granica dolnego jak i gérnego oszacowania, przy n — oo wynosi oczywiscie
2, skad z Tw. o 3 funkcjach dostajemy, ze szukana granica to réwniez 2.

PS: Oczywiscie, mozna bylo znaleZé dokladne wartosci sup i inf funkcji pod-
catkowej na przedziale [n?, n? + 2]. Jednak bardzo cz¢sto, gdy granice catko-
wania zachowuja sie w pewnym sensie asymptotycznie (czyli np. granica ich
ilorazu wynosi 1, jak w tym przypadku), to dobrym pomystem jest najpierw
sprawdzié, czy takie brutalne szacowanie jak powyzej nie zadziala. Zazwy-
czaj pozwala ono zachowaé asymptotyke wyrazen, czyli to co tak naprawde
interesuje nas przy granicach.



Zadanie 2. Znajdz granice:
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Rozwigzanie: Policzymy najpierw granice:
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li _—
a0+ z sin(t?)

1
sin(t?)
sin(x2+12x3+z4) < sin%ﬁ) < sin(le) na przedziale (z, z + 2?), ktéry np. dla z < 3

zawiera sie w przedziale (0, 1). Skad otrzymujemy:

wta? 1 o+az? 1 z+z? 1
- dt < ——dt < -
/m sin(z? + 223 + 2%)  — /T sin(¢2) /T sin(x?)

Ponownie, calki po obu stronach to calki z stalych, wiec

Funkcja t — jest malejgca np. na przedziale (0,1), skad szacowanie

x? et x?
< dt <
sin(z? + 223 + 24) — [L sin(t?)  ~ sin(z2)

Gdy = — 07, to zar6wno oszacowanie dolne, jak i oszacowanie gérne, zbie-
gajg do 1. Stad szukang granicg (Tw. o 3 funkcjach) jest réwniez 1.
Pozwala to zastosowac regute ’'Hopitala przy liczeniu wyjSciowej granicy. Z
racji, ze ( gdzie G jest pierwotng funkcji ¢t — ﬁ)

1422 1
sin((x + 22)2)  sin(a?)

T+
% /m ﬁdt = %(G(r +2%) — G(x)) =

Pozostaje zbadaé granice ( pochodna funkeji  — cos(z?) wynosi —2z sin(z?),
za$ powyzsze wyrazenie sprowadzamy do wspélnego mianownika )

) ooy (1422) sin(z?) — sin((x + 22)?)
xli%a ~2@sin(27) sin(x?) sin((z + 22)?)

Pierwszy skladnik oczywiscie zbiega do 0, natomiast drugi, przy pomocy
rozwiniecia Taylora funkcji sin, sprowadzamy do postaci:

(14 22) (2% + o(z*)) — (x + 22)? + o(x*) 22+ 223 — 22 — 223 — 2* + o(2?)

x4 + o(x?) N x* + o(a?)

co przy x — 07 dgzy do —1. Zatem szukang granicg jest 1 ( z uwagi na znak
minus przed drugim wyrazeniem )



Zadanie 3. Znajdz granice
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Oznaczmy to wyrazenie pod znakiem sumy jako f(k,n). Wowczas mamy
znalez¢é granice lim,, o Z"% ‘(k,n). Nietrudno stwierdzamy, ze wyrazy
f(n+1,n), f(n+2,n), f(n+3,n), f(n+4,n), f(n+5,n) wraz z n — oo zbiegaja
do 0. Pozostaloby wiec zbada¢ granice lim,,_,o Y ,_, f(k,n). Rozpisujemy:
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Oczywiscie + — 0 oraz nln(1 + 1) — 1 wraz n — oco. Jesli chodzi 0 sumy,

to zauwaimy, ze sg to sumy Riemanna funkgcji odpowiednio x — + —— oraz
T — 115> na przedziale [0, 1] z podziatem na n odcinkéw dtugosci +. Z racji,

ze Srednica podzialu zbiega do 0 (a calki istniejg), to mamy zbleznosc.
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oraz (podstawiamy ¢ = x2)
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Zatem ponownie prosta arytmetyka granic, daje nam

lim

n—0o0

n+5 1 k
In(1+ &)+ % 7r
—n n = —_— 1 = —
;?:1 5 () 4+0 2n()+0+0+0+0+0 1

PS. Rachunek z granicg wyrazenia

nie musial zostaé przeprowadzony do korica. Wystarczylo tutaj zauwazyé, ze
wyrazy pod sumg sg dodatnie, wigc szacujgc brutalnie licznik przez 7, zas
mianownik przez 1 dostaliby$my oszacowanie:

n ( - n#
k=1
wiec przemnazajgc te sue dodatkowo przez %, ktore zbiega do 0, cato$é row-

niez bedzie zbiega¢ do 0. Rachunek przeprowadzitem wyltgcznie w celu po-
¢wiczenia zamiany granicy sum Riemanna na calke.
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Zadanie 4. Dla jakich o, 3 € R zbiezna jest catka

L " (5 — )P sin(a)dz

Rozwigzanie: Oczywiscie potencjalne problemy sg tylko krancach prze-
dziatu catkowania, to znaczy niezaleznie od «, 3 funkcja x — 2% (x—7)? sin(x)
jest ciggla na kazdym przedziale [r + ¢, M| dla dowolnych ¢, M dla ktérych
0 > 0,M > 7+ 4. Skoro jest tam ciggla, a przedzial jest domkniety, to catka

f:fr ;%@ — )P sin(z)dx jest skoriczona, niezaleznie od «,3 dla dowolnych
0, M jak wyzej. Musimy wiec zbada¢ zbiezno$é catki na przedziatach (7, 7+0)
jaki (M, oo) dla pewnych, wygodnych dla nas §, M. Zaczniemy od przedzialu
(m,m +J). Wybierzmy ¢ > 0 takie, aby sin(z) < Ona (7,7 +6) (np § = 7).
Wéwezas funkcja x%(x — )P sin(r) jest stalego znaku na przedziale (7, 7 +6),
wiec mozemy stosowaé kryterium asymptotyczne, poré6wnujgc naszg catke z
T+ B . 2 . . L .
calkg [ (z — 7)” sin(x)dz ( takie poréwnanie z uwagi na skoriczong nieze-

rowg granice: lim,_, .+ %m =7% € (0,00)). Podstawiajgcy =« — 7

dostajemy do zbadania zbieznoéé catki .[06 yPsin(y + m)dy = — foé y? sin(y),
ktéra znowu na mocy kryt. asymptotycznego (funkcja ma staty znak!) jest
poréwnywalna z — f05 yPt1dy, ktéra jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy
B > —2. Przejdziemy teraz do drugiego przedzialu, czyli (M, oo) (odpowied-
nie M dobierzemy za chwile). Jesli a + 3 > 0, to 22::+g x(x — )P sin(x)dz
jest oddalone od 0, gdy n jest dostatecznie duze, czyli na mocy warunku
Cauchy’ego nie mamy zbieznosci catki niewlasciwej. (Istotnie, funkcja pod-
calkowa na takim przedziale jest dodatnia, wiec calke mozemy oszacowaé z
dotu przez (2n7)® (2nm —m)? f;;:ﬂr% sin(z)da = (2nm)**#(1— 5-)°, ktére przy
a+ B > 0 zbiega do oo, a przy a + 8 = 0 zbiega do 1 wraz z n — c0.) Roz-
wazmy teraz przypadek o+ < 0. Zapisujgc calke nastepujaco: [ Aoj rotB(1—
g)ﬁ sin(x)dz bedziemy dazyé do uzycia kryterium Dirichleta. Oczywiscie
catki [ ]5 sin(z)dz sg wspdlnie ograniczone przez 2. Mamy ré6wniez zbiezno$¢é
281 — Z)# — 0 wraz z « — oo, z uwagi na zalozenie a + 3 < 0. Pozostaje
wykazaé monotoniczno$é. Oznaczmy v = a+ 3 dla prostoty zapisu i policzmy
pochodng dostajgc: yz7 1 (1 — Z)% + Br(1 — Z)#~12772. Chcieliby$my powie-
dzieé, ze wyrazenie to jest ujemne, dla z > M dla odpowiednio dobranego
M. Istotnie tez tak jest, zauwazmy, ze dzielgc powyzsze przez 272 (czyli
co§ dodatniego dla dodatnich z), dostajemy vz (1 — )% + Br(1 — Z)#~1, co
wraz z © — oo zbiega do —oco zwazajac na v < 0. W szczegélnosci wiec, dla
dostatecznie duzych z, znak pochodnej jest ujemny. Wezmy wiec takie M,
aby dla z > M znak pochodnej byl ujemny, tym samym dostajgc monotonicz-
nosc naszej funkeji 27 (1 — ), ktére pozwala zastosowac kryt Dirichleta,
czyli w tym wypadku mamy zbiezno$é. Laczac dwa przypadki, dostajemy
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zbiezno$é calki wtedy i tylko wtedy gd
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